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Revisando conceitos




Variaveis aleatorias continuas

« Uma variavel aleatoria X € continua se existe uma
funcao f, = 0, tal que:

px= [ fi(t).dtvx € IR

e Neste caso, X pode assumir uma quantidade nao-
enumeravel de valores e a funcao pye chamada de
funcao densidade de probabilidade de X.

« Exemplosde Variaveis Aleatorias Continuas sao: peso,
comprimento, voltagem, corrente, pressdo, temperatura,
tempo.



Conceitos importantes
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Funcoes de densidade de probabilidade (esquerda) e funcao de distribuicao acumulada (direita).



Determinando o valor esperado




Determinando o valor esperado

Seja uma variavel aleatoria continua = X;

Com funcao densidade de probabilidade (PDF)
conhecida = p(x);

Definimos o valor esperado E[X], também

conhecido como esperanca matematica ou
meédia, pela equacao:

E[X] = f:':x p(x).dx



Determinando o valor esperado

« A interpretacao de E[X] para o caso continuo €
similar ao mencionado para variaveis aleatorias
discretas;

 Se a variavel é limitada, o calculo é feito sem
ambiguidade e a existéncia do valor esperado
esta assegurada;



Exemplo O1.:

« Seja X o tempo (em minutos) durante o qual um
equipamento elétrico é utilizado em carga maxima, em
um certo periodo de tempo especificado. Entao, X €
uma variavel aleatoria continua e sua FDP é dada por:

r 1
(1500)2

x,se 0 <x < 1500;

p(x)=+< -1
(1500)2
\ 0, para quaisquer outros valores.

(x —3000),se 1500 < x < 3000;




Exemplo O1.:

r 1
(1500)2

x,se 0 <x <1500;

p(x) =4 -1
(1500)2
\ 0, para quaisquer outros valores.

(x —3000),se 1500 < x < 3000;

E[X] = [*7 x.p(x).dx =

3000

1 1500
E[X] = lf x%dx — f x(x — 3000)dx
(1500)* | J, 1500

E[X] = 1500 minutos



Exemplo 02:

« Seja a funcao de densidade de uma variavel aleatoria de

X dada por:
1 0 <x <2
— X, Sé S X S 4
p(x) =42
0 caso contrario.
+ oo 2 2 1 4
E[X]=f x.p(x).dx = f x.p(x).dx = f x.—x.dx = =
—00 0 0 2 3

E[X] = 1,33
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Determinando o valor esperado

« No caso nao limitado, podem aparecer situacoes
indefinidas do tipo , em que pode ser afirmado o

valor esperado E[X] nao existe;

« Assim E[X] vai estar bem definido se a integral, em
pelo menos um desses intervalos, for finita; isto é:

+ 0o

0
j x.p(x).dx < oo eJ x.p(x).dx < o
— 00 O



Determinando o valor esperado

Nem todas as PDFs apresentam
valor esperado

Exemplo: PDF Cauchy

1
p(x) = L+ %) —00 < x < +00




Exemplo 03:

0 U
E|X] = lim f x.p(x).dx + lim x.p(x).dx =
L »>—o0 U—- 4+
L 0
E[X] = —0 + o0 =?
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(a) First 50 outcomes (b) Sample mean



Valores esperados para
importantes PDFs




Distribuicao Exponencial

E[X] = f:r;x p(x).dx

Se X ~ exp(A), entdo:

« p(x) = A exp(—4Ax)

co

E|X] = JF x.A.exp(—Ax)dx =
0

| 1 00 1
E[X] = —x. exp(—Ax) —Kexp(—}\x) D=




Outros E[X] para PDFs importantes

Values PDF E[X]
Uniform a<r<h ﬁ L(a-+b)
Exponential >0 Aexp(—Az) %
- exp[—(1/(20%))(z—p)*
Gaussian | -oco<z<o0 [ “—2w2( sl v
Laplacian —00<T <00 #exp(—vﬁ ) 0

Gamma r >0 %Ia-lﬂp(-}.mj

>R

Rﬁj’lﬁigh T 2 U E%EKP[—$2}’ (202 )] ﬁ




Valor esperado para uma Fun¢ao
de Variaveis Aleatorias




Valor esperado para um Funcao de V.A.

Y =g(X)

E[Y]1= [ yp,(y)dy

E[Y] pode ser determinado em funcao de g(x) como segue

EIY] = E[g()] = [ 9(X) p, (x)dx



Exemplo - Funcao Afim

Y =aX +Db
g(x)=ax+Db

E[g(X)]= | (ax+b)p,(x)dx

=a T Xp, (X)dx+b T P, (X)dX

=aE[X]+Db
E[aX +b]=aE[X]+Db



Variancia e Momento para uma
variavel aleatoria continua

05




Variancia e Momentos

Momentos:
E[X] = Momento de primeira ordem (Média) E[X ] — I XP, ()()d)(

E[X?]-> Momento de segunda ordem

E[X™] - Momento de ordem “n” o0

Momentos centrais:

E[(X — E[X])"]
Relembrando para variavel discreta:
var(X) = E[(X —E[x])*]  var(X)=>_(x—E[XD?p,[x]

var(X) = [ (x—ELX1)? p,(x)dx



Variancia Distribuicao Gaussiana




Desvio Padrao

O desvio padrao indica o quanto os valores de uma variavel aleatoria
estao proximos de E[X].

o =Jvar(X)

E comum representar critérios de aceitacdo em processos como

funcao de k*o.
Exemplo para distribuicao Gaussiana:

20

o

20
pD= j p, (X)dx = 0,6827

_20_ 0.15




Calculo no MATLAB

dp = 1; mi = 0;

pdf =@ (x) _/sgrt(Z*pi*dptZ)*...
exp(—(x-mi) .*2./(2*dp™2)) ; o

pr = 4*dp; % plot range s

0.4

035

¥ = -pr:Z*pr/l000:pr; 0z}
Pl':lt {}:—;Pdf {K} r 'LineWidth' P o } 0.5
ﬂ_dp = E *dp;. 01}

005

X dp = —n dp:Z2%n dp/1000:n dp;

hold on; area(x dp, pdf(x dp)):
p 1 dp = integral(pdf,-dp,dp);

p 2 dp = integral (pdf,-Z*dp,Z*dp) ; y
p 3 dp = integral (pdf,-3*dp,3*dp) ;

03r

0257

Resultados:
P_1_dp =0,6827
P_2_dp =0,9545
P_3_dp =0,9973




Propriedades das principais PDFs

Values PDF E[X] | var(X) dx (w)
)2 b)—exp(i
Uniform a<z<b — La+b) (o = ) exp(J ;f’i)( bi?;('? wa)
Exponential x>0 Aexp(—Az) % Xlg- ﬁ
- 2V (1 —10)2
(Gaussian —00< L <00 exp| (1{52;23(:: O 7] a2 expjwp—oiw? /2]
2
Laplacian —00< T <o \/2{?exp(—1/2/0'2]m|) 0 a2 52%%5
A% -1 1
Gamma T20 | T ewx) | ¥ Y =7l
- [Johnson
Rayleigh z >0 “rexp[—z2/(20?)] 0 | @2-7/2)0? et al 1994]




Funcoes caracteristicas




Funcoes Caracteristicas

« Como visto no capitulo que abordou Variaveis Aleatorias
Discretas, a funcao caracteristica € uma valiosa
ferramenta para o calculo dos momentos, por
simplificacao matematica.

Ox(w) = Elexp(jwX)]

« A funcao caracteristica sempre existe, mesmo que os
momentos de uma determinada PDF nao.



Funcoes Caracteristicas

« Para uma variavel aleatoria continua, a funcao
caracteristica € obtida a partir de:

E[g(X)] = f 9(0).p(x). dx

« Para as partes reais e imaginaria de E[exp(jwx)], que
Sao:

- REAL: E[cos(wX)]

> IMAGINARIA: E[sin(wX)]



Funcoes Caracteristicas

e Resultando em:

Dy = j Oop(x).exp(ioux).dx

— 00

« A funcao caracteristica € vista como a transformada de

Fourier da PDF, embora com um *j na definicao , em

oposicao ao =j (mais comum).



Funcoes Caracteristicas

« Uma vez que a funcao -caracteristica tenha sido
encontrada, os momentos sao dados atraveés da formula:

1 d"0y(w)
j" deom ’

|
S

E[X"] =



« Utilizando a definicao da PDF exponencial:

Ox(w) = f;oo?\. exp(—Ax) exp(jwx).dx

= Aexp[—(A—jw)x].d
0

exp[—(A — jw)x] oo

Dx(w) = A

 Considerando:
e \>0;
¢ exp[—-(A—jw)x] -» 0, se x - o, obtem-se:



Funcoes Caracteristicas

A
Dx(w) = :
A —jw
e Calculando o momento:
_ 1 d"¢x(w) _
E[X"] = T aen @ 0
EX"|=m!QA—jo)™ !, w=0
nl

E[X"] = A_"



Funcoes Caracteristicas

existirem momentos de ordem
superior.

c Formula momento s0 é valida se



Funcoes Caracteristicas

« SO porque uma PDF tem sua funcao caracteristica, e
todas tém, nao significa que o valor médio exista;

« Portanto, nao existindo a media, nao existirao todos os
momentos de ordem superior.

Exemplo: PDF Cauchy

1
p(x) = L+ %) —00 < x < +00




Funcoes Caracteristicas

« A funcao caracteristica tem quase as mesmas
propriedades que um aleatoria discreta variavel.:

1. Afuncao caracteristica sempre existe;

2. A PDF pode ser recuperada a partir da funcao
caracteristica de Fourier inversa que neste caso é:

+ 00

1
px(x) = oy Dx(w)exp(—jwx)dw



Funcoes Caracteristicas

3. Convergéncia de uma sequéncia de funcoes

caracteristicas @x™ (w)paran=1, 2, ...
dada por uma funcao caracteristica @(w)garante que a

sequéncia correspondente de PDFsp™(x)para n = 1, 2,
convirja para p(x) dado por:

1 [+
p(x) = 5 j B (@)exp(—jox)dw



Probabilidade, Momento e a
Desigualdade de Chebyshev




Desigualdade de Chebyshev

Utilizada para determinar a probabilidade maxima “B” para uma variavel
aleatoria assumir valores E[X]+y.
Sua principal vantagem € que nao é necessario conhecer a PDF, apenas a
variancia e a média.

var(X)
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Estimando a Média e a Variancia




Media e Variancia

« A média e a variancia para variaveis aleatorias
continuas sao estimadas exatamente da mesma

forma que e feita para variaveis aleatorias
discretas.

« Para M realizacdes {x;,x,,X3,...,xy} de uma

variavel aleatéria X, temos:



Media e Variancia

 Média:

e Variancia:

————

var(X) = E[X?] — (E[Y])z

! Y
var(X) = Y X4 — Mz Xi
=1 =1

=



Universidade Catdlica de Pelotas
Centro Politécnico
Programa de Pds-Graduacao em Engenharia Eletrénica e Computacao

VALOR ESPERADO PARA VARIAVEIS

ALEATORIAS CONTINUAS

Extraido do livro:"Intuitive Probability and Random Processes using MATLAB", Capitulo 11.

Douglas Adalberto Scheunemann
Juliano Rosinha Barboza

Outubro/2015



